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Exercice 1.
1. (2 points) Dans le plan complexe, placer les points A, B, C' et D d’affixes respectives
za=3e"1 zp=—1—iV3, 20 = —2¢°F et zp = Z5.

Solution: Méthode :

_2m s ;2T
zp =2e 3 2o =2¢e'1 et zp = 2e'3

Ecrire les nombres complexes sous forme exponentielle.

Tracer le cercle trigonométrique et positionner tous les arguments des nombres
complexes dessus.

Tracer des cercles de rayons correspondant aux modules de chaque nombre com-
plexe.

Prolonger les traits sur le cercle du rayon correspond au module du nombre com-
plexe.

Identifier chaque point par une lettre.
27

- 3TIm(z)

Exercice 2.

2. (2 points) Résoudre I'équation

(3—5i)z+5—4i =iz

On exprimera le résultat sous forme algébrique.
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Solution:
(3—=5i)z+5—4i=iz
32 — 5z —1z = -5+ 4i
3z — 6tz = =5+ 43
3(1 —2i)z=—-5+4i
1 —-5+4i
z ==X i
3 1—22
1 B ) )
z:—x( 5+ 44)(1 + 21)
3 5
1
2:1—5(—5—1Oi+4i—8)
1
= —(—13—6i
2 15( 3 — 617)
13 3x2
15 3x5
13 2
=—— — —%
15 5
Exercice 3.

3. (4 points) Résoudre le systéme suivant dans C : (5) {

2+i)z+ (1 —1i)u

(1—-2i)z+ (3+19)u

= —6— 2
= —10 — 8

Solution:
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Solution:
PR [(2+d)z+ (1 —d)u] (3+1i) =(-6—2i)(3+17) Ly <+— (34+1)L,
[(1—=2i)z+B+du](1—i) =(—-10—=8i)(1 —1i) Lg<+— (1 —1)Ls
o (6+20+3i—1)z2+B+i—3i+1)u =—-18—6i—6i+2
1-i—-2i-2)24+3—-3i+i+1)u =-10+10i —8 —8
o (54+5i)z+ (4 —2i)u =—-16—12i
(=1 —=3i)z+ (4 —20))u = —18+2i
N (5+ 50+ 14 3i)z =—-16—-120+18 =2t Ly <+— Ly — Ly
(=1 —=3i)z+ (4 —2))u = —18+2i
N 23+ 4i)z = 2(1—Ti)
(4—20)u =—-18+2i+ (1+3i)z
(  1-T
T
= —18 +2i + (1 + 3i)z
u —=
L 2(2 —1)
( 1
z = —(1—-"7i)(3—4i)
25
= —18 +2i + (1 + 3i)z
u =
\ 2(2_i)
( 1
z = —(3—4i—21i—28)
25 ‘ .
= =18+ 2+ (1 + 3i)z
S 202 — 1)
( 1
z = —(—25—25)
25 , _
= —18+2i+ (1 + 3i)z
u —=
2(2 —1)
z =—1-u
uaw =18+ 2i 4 (1 + 3i)(—1 —19)
B 2(2 — 1)
z =—-1-1
& —18+21—1—-7—-3t+3
u =
2(2 —1)
z =—-1-1
& —2(8+1)
U = ———7
2(2 —1)
z =—1-u
0.  —(8+0)(2+1)
(2—14)(241)
z =—1-u
A 1 , ,
u :—5(16+82+22—1)
z =—1-u
1 , :
u :—5(15+102):—3—22
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Exercice 4.

4. (1Y, points) Sans calculs (mais en justifiant), déterminer si les nombres suivants sont réels
ou imaginaires purs :

(1—=0)(5B+3)  (1+4)(5—30)

AT W)+ 4) | (1-7)(2 - 4)
L (1=)(G+3)  (1+6)(5—3i)
2T HT)2+4i) (1—-7Ti)(2—4)
= (1 —14)(5+ 37) (141)(5— 34)

A+ 7)2+4) (172 — &)

Solution: Méthode :
e Poser z et déduire Z.
e Citer les propriétés du cours avec la rigueur nécessaire.

e Conclure.

. On oo o 1=06G+3) (T -DGE3) _ (1+0)( - 3i)
p (A HT)2+4) T A+ TR +44) (1 -Ti)(2 - 44)

carV(Z2,2") € C?,Z7' = Z x 7' et si Z’%O,; :%
e Pourz:| -1 €R

D’apreés le cours Vz € C, z + Z = 2Re(z)
o Pour zp 1| 29 €iR

D’apreés le cours Vz € C, z — Z = 2iIm(2)

e Pourz3:| z3€R

D’aprés le cours Vz € C,Re(z) = Re(Z) et Im(z) = —Im(z)

2z = (Re(z) +iIm(z))(Re(z) —iIm(z))
> _ iRelIm(z) + iRe(=bm(z] + Im(z)?

Exercice 5. Soient z; = —1 4+ iv/3, 2o = —1 +i et 23 = z—; des nombres complexes.

5. (1 point) Ecrire z3 sous forme algébrique.

Solution:

Méthode :

e Partir des informations de I'énoncé : z3 = 2,
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e Observer qu’il y a un nombre complexe au dénominateur et utiliser la propriété
V(a,b) € R?, 2z = a® + b? pour transformer le nombre complexe.

e Identifier clairement la partie réelle du complexe obtenu et la partie imaginaire.

Solution:

_ —1+iV3

S
(=143 (-1 1)
(—1—i)(=1+4)

(=1 +dv3)(—1—1)
(—1)2 412
(=1 +iv3)(—=1—1)
2

:%(1+i—z’\/§)+\/§>
C14+V3 13,
= 5 + 5 7

6. (3 points) Ecrire z;, 2o et z3 sous forme trigonométrique, puis exponentielle.

Solution: Méthode :

e Donner les formules générales pour la forme trigonométrique et exponentielle.
e Pour z; et 25 calculer leurs modules et leurs arguments.

Conclure pour z; et 2s.

<1
Observer que z3 = —.

<2
Citer les propriétés du cours.

Conclure.

Solution: Soit z € C,V(a,b) € R?, 2z = a + ib.
Forme trigonométrique : z = |z| (cos (0) +isin (0)) avec |z| = va? +b%,0 = arg(z)

cosf = %
donc < ;

sinf =%
|2

Forme exponentielle : z = |z| €%
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|21 = ‘—1 +Z\/§‘ cosl; = — sinf; =

|21 |21]

—1 3

—\(~1)2+ V3 == _ V3
2 2

27 2

=2 0, = — 0, = —
T3 T3

21 =2 (Cos (%ﬁ) + ¢ sin (%”)) = 2¢'3

20 = /2 (cos (3%) + isin (%)) — /2%

2 2v/2 72 2r 3w

V2 Va2 2 3 4

7. (4 points) Déterminer la forme algébrique de 238%.

Indication : 1800 = 150 x 12

Solution: Meéthode :
e Point de départ, forme exponentielle de zs.
e Simplifier avec la propriété Va € R,Vn € Z, (e*)" = e*".
e Passer par la forme trigonométrique.
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e Noter que 1507 correspond a 75 tours complets de cercle trigonométrique.
e Conclure.

~ -\ 1800
= (1)

1800 .
_ \/5 671800>< 5t

(21/2)18006—150></1’2/><f{i

— 9900 ,—150i

e
= 29% (cos (—=1507) + i sin (—1507))
= 2% (cos (1507) — isin (1507)) car fonction cos pair et sinus impair
= 29% (cos (27 x 75) — isin (27 x 75))

= 299 (cos (0) — isin (0)) car 75 = 0[27]

— 2900 (1 + OZ)

— 9900

Exercice 6. Transformation de Cayley Soient 6,6" € R.

. . . A, R .0+0’
8. (1 point) Factoriser les nombres z; = ¢ + €™ et 2o = 1 + € par e’ 2 .

Solution: Meéthode de I’angle moitié : voir exemple cours ou TD et formules
d’Euler

. oy
2 = 629_|_619

-0+6+6"—0’
¢ 2

i9’+9’+979
= e —|— e 2

Z-0+9’ iefe’ -04+0" . 0—06'

=e 2 e 2 + etz et 2
10+ 16=¢ _i0—6'
= e 2 e 2 —+e 2

0—0\ .oxe
= 2cos (—) e’%
2
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o
zp =14 ¢’
i9+e’—9—9’
= e 2 + [

i9+9/ _i0+0’
] 2 e 2

040’ i 0+6’
= e 2 e 2

100
e 2

- 6+6'
= 67’ 2

+e

‘0+9/ 2

+ (el ")
_i6+6’
+e 2

(9+6’> ;040
= 2cos 5 e 2

i(0+6")

- 0+0"+6+6"
¢ 2

Soient z et 2z’ deux nombres complexes de module 1.

/
9. (1 points) Démontrer que le nombre

est un nombre réel, et préciser son module.

e On sait que z et 2z’ sont deux nombres complexes de module 1, ce sont des uni-

+ 22/
Solution:
. . , . ; -0/
modulaires, il s’écrivent donc z = e et 2/ = €%
e On remarque que z + 2/ = 27 et 1+ 22/ = 2.
z+ 2
e On pose Z = .
14 22
.
<1
7z =—
22
2
/
COs (9_29
- /
cos (HE
_pn
|Z| cos (6 29 )
[ ] = <
cos (57)

Questions bonus

10. (Y, point (bonus)) Rappeler les formules d’Euler.

11. (1% points (bonus)) Linéariser cos*(x).
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